Vidauki C: Talnafraeoi

Inngangur

Talnafrzedi, pad er fraedin um heilar t6lur, hefur i gegnum tidina verid eitt
uppahalds vidfangsefni margra staerdfraedinga. Haft hefur verid eftir einum
fremsta staerdfraedingi sem uppi hefur verid ad steerdfraedin veeri drottning
visindanna og ad talnafraedin veeri drottning steerdfraedinnar. Sagan segir
svo ad astedan sem bessi dgaeti madur gaf fyrir pvi ad taka talnafraedina
fram yfir adrar greinar steerdfraedi hafi verid si ad talnafraedin veeri alveg
fullkomlega gagnslaus. Kannski kann petta ad hafa verid rétt einu sinni en
na hafa fundist ymis not fyrir talnafraedi, til deemis pegar upplysingar eru
fluttar yfir & stafreent form fyrir télvuvinnslu, { dulmalsfreedum og vidar.

Margar nidurstéour talnafraedinnar m4 setja fram 4 pann hatt ad allir
geti skilid og furdumargt ma sanna med adferdum sem byggja & litlu 6dru
en menntaskolastaerdfreedi. I pessum pistli er setlunin ad kynna grunnatridi
talnafraedinnar 4 6formlegan hétt.

1 Prepun

Gomul pumalputtaregla segir ad ef n kemur fyrir i deeminu pé eigi ad leysa
bad med prepun. 1 flest 6llum verkefnum tengdum talnafraedi pa skytur n
upp kollinum svo vaenlegt er ad hafa 4 hreinu hvad prepun er. Prepun er
nafn 4 adferd til ad nyta einn af grundvallar eiginleikum nétturlegra talna:

(1) Sérhvert ekki tomt mengi af ndttirlegum tolum hefur minnsta stak.

Til ad geta sannad formlega ad (}) gildi p4 myndum vid purfa ad gera
formlega grein fyrir natturlegu télunum og eiginleikum peirra. Margar leidir
eru til ad gera betta en oft er (}) eitt af bvi sem menn gefa sér i upphafi.

Gerum na rad fyrir ad vid viljum syna ad einhver fullyrding gildi um allar
natturlegar télur sem eru steerri en eda jafnar einhverri gefinni nattirlegri
tolu k. Logmdlid um sterdfredilega prepun segir ad til bess ad gera petta er
nég ad syna ad

(i) fullyrdingin gildir um k& og
(ii) ef n > k og fullyrdingin gildir um n pa gildir han lika um n + 1.

Litum na adeins 4 hvernig haegt er ad réttleta betta ut fra (7). Gerum
rad fyrir ad vid hofum framkvaemt (i) og (ii). Ef fullyrdingin okkar gildir ekki
um allar nattarlegar télur > k, b4 er mengi peirra nattarlegra talna > k sem
hian gildir ekki um ekki tomt. Pvi hefur petta mengi minnsta stak sem vid
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kollum n. Samkveemt (i) pa er n > k. Par sem n er minnst peirra natturlegu
talna sem fullyrdingin gildir ekki um p4 vitum vid ad fullyrdingin gildir um
n—1. Samkveemt (ii) b4 gildir fullyrdingin um n. Nu er réksemdafeersla okkar
komin { hnat vegna bess ad { upphafi gerdum vid rad fyrir ad fullyrdingin gilti
ekki um n. Forsendan um a0 til veeru nattarlegar tolur > k sem fullyrdingin
gilti ekki um hlytur pvi ad hafa verid rong.

Sénnun med brepun mé4 likja vid ad klifra upp stiga. I skrefi (i) synum
vid ad vid getum stokkid upp i k-ta brep stigans og i skrefi (ii) synum vid
a0 vid getum alltaf komist i naesta brep fyrir ofan . Ad bessu tvennu gefnu
ba getum vid komist i hvada prep sem er fyrir ofan k-ta prepid.

Litum nd & tvo einfold deemi um prepun i framkvaemd.

1.1 Daemi. Synum ad fyrir allar nattarlegar tolur n > 1 er

1

LAusN: (i) Fullyrdingin er augljoslega rétt fyrir n = 1.

(ii) Gerum na rad fyrir ad hun sé rétt fyrir eitthvert tiltekid n > 1. Petta
er oft kallad prepunarforsenda. Viljum na syna ad ef reglan hér ad ofan gildir
um n, b4 verdi huin einnig ad gilda um n + 1. En ntu er

n(n + 1) (n+1)(n+2)

142+---+n+(n+1)= +(n+1)=

og bar med er sannad ad reglan okkar gildir fyrir allar nattarlegar télur
n > 1.

1.2 Dzemi. Synum ad fyrir allar nattirlegar t6lur n > 1 er
P+22 4+ 4nP=014+2+---+n)

LausN: (i) Aftur parf ekkert ad gera hér, reglan er augljoslega rétt fyrir
n =1

(ii) Gerum nt rad fyrir ad fullyrdingin gildi fyrir eitthvert tiltekid n > 1.
P4 faum vid ad

BB tn® 4+ n+1)2=0+24+---4+n)?+ (n+1)>5
A hinn boéginn b4 sénnudum vid hér ad ofan ad 2(14+2+---+n) = n(n+1)
og bvi er
(A+2+--+n)+ (n+1))?
= 1+2+-4+n)’+2(1+2+---+n)(n+1) + (n+1)?
A4+2+---4+n)?+nn+1Dn+1)+ (n+1)°
(L+2+---+n)+ (n+1)>°
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sem synir ad fullyrdingin er einnig rétt fyrir n + 1.

Oft er pagilegt ad nota dalitio sterkari utgafu af 16gmalinu um prepun,
sem vid getum kallad prepun med breidri prepunarforsendu. Skrefin eru ba
ad syna ad

(i") fullyrdingin gildir um k og

(ii") ef n > k og fullyrdingin gildir um k,k + 1,... ,n, ba gildir hun lika
um n + 1.

Petta ma réttlaeta 4 sama hatt og adur at fra (1). I greininni um frumtélur
sjaum vid deemi um prepun med breidri prepunarforsendu.

2 Deilanleiki

Adal vidfangsefni talnafraedinnar er deilanleiki. Vid segjum ad heil tala d
gangi upp 7 heilu télunni n, ad d sé pdttur i n eda ad n sé deilanleg med d
ef til er heil tala k bannig ad n = kd. Vid skrifum ba d|n. Til deemis, ba
gildir greinilega fyrir allar heiltélur n ad n|0 og einnig gildir 1|n og —1|n.
Annad deemi sem vid komum ad sidar er ad 6|25 - 7" + 25" — 32 fyrir allar
natturlegar tolur n. Eftirfarandi reglur gilda um deilanleika.

Fyrir allar heilar tolur a, b, ¢,z og y gildir:

(1) ef a|b og b|c ba er alc;
(2) ef a|b og a|c ba er a|zb + yc;
(3) ef alb og bla b4 er a = b eda a = —b;

(4) ef bedi a og b eru natturlegar télur bannig ad b # 0 og alb ba er
1<a<hb.

Til ad atta okkur betur & deilanleikahugtakinu pa skulum vid fara yfir
sonnun 4 fyrstu reglunni. Pad ad a|b byoir ad b = ka, bar sem k er heil tala.
Somuleidis er til heil tala j bannig ad ¢ = jb. En ¢ = jb = j(ka) = (jk)a og
okkur hefur pa tekist ad skrifa ¢ sem margfeldi af heilli t6lu og a svo ad alc.

2.1 Dzemi. Synum ad 13 gangi upp i téluna 427! + 37*2 fyrir allar natt-
urlegar tolur n.

LAUSN: Beitum brepun. Byrjum & bvi ad syna ad fullyrdingin sé rétt fyrir
n = 0. Nt er 42041 4 30+2 = 4 4+ 9 = 13, svo ad fullyrdingin er rétt fyrir
n =0.
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Gerum nd rad fyrir ad fullyrdingin sé rétt fyrir toluna n. Pa gildir
13|4?n+! + 37+2 En nt er

42(n+1)+1 + 3(n+1)+2 — 42n+1 . 42 + 3n+2 .3
(42n+1 + 3n+2) ) 42 _ 3n+2(42 _ 3)
(427F1 4+ 3712) .16 — 372 . 13

Prepunarforsenda segir okkar ad 13 gangi upp { fyrri lidinn og augljoslega
gengur 13 upp i seinni lidinn. Pvi gildir, samkvaemt reglu 2 hér ad ofan, ad
13]42(n+D+1 4 3(n+1)+2 Fyllyrdingin er ba rétt fyrir n+ 1 og gildir bvi fyrir
allar nattarlegar télur n.

3 Frumtolur

3.1 Skilgreining. Frumtala er natturleg tala p pannig ad p > 1 og engar
nattirlegar tolur adrar en p og 1 ganga upp 1 p.

Fyrstu 15 frumtolurnar eru
2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29, 31, 37,41, 43,47.

Frumtoélur eru { akvednum skilningi, sem lyst er { nastu setningu, byggingar-
blokkir allra heilla talna, og einnig lykillinn a0 lausn margra vandamala sem
fjalla um deilanleika. Vid segjum ad tala n sé margfeldi af frumtolum ef til
eru frumtolur py,...,p, bannig ad n = py - --- - p,.. Hér er leyft ad r = 1,
bad er ad n = p;.

3.2 Setning. Sérhverja nattirlega tolu n > 2 m4 skrifa sem margfeldi af
frumtolum.

SONNUN 1: Hér beitum vid prepun med breidri brepunarforsendu. Fullyrd-
ingin ,n er margfeldi af frumtélum* er greinilega rétt ef n = 2. Gerum rad
fyrir ad fullyrdingin ,,k er margfeldi af frumtSlum“ sé rétt fyrir allar tolur
k=2,...,n (prepunarforsenda) og synum ad b4 er n + 1 lika margfeldi af
frumt6lum. Na er n 4+ 1 annadhvort frumtala eda n + 1 er margfeldi minni
nattarlegra talna k og j. Ef n+1 er frumtala b4 pburfum vid ekki ad gera neitt
meira, { mélinu, svo vid getum einbeitt okkur ad pvi tilfelli begar n+ 1 = kj
med 2 < k <nog2<j<n.Samkvemt prepunarforsendu eru baxdi k og j
margfeldi af frumtélum, segjum k =pg ----- PrOgJ =Pry1----" ps. En pa
een+1l=kj=p----- Dr-Drg1----- Ps, og bvi er n + 1 lika margfeldi af
frumtolum. Samkvaemt 16gmalinu um prepun med breidri prepunarforsendu
gildir fullyrdingin ,,n er margfeldi af frumtSlum* fyrir allar nattirlegar télur
n > 2. |

SONNUN 2: Ef fullyrdingin er réng, b4 er mengi nattirlegra talnan > 2 sem
ekki m4 skrifa sem margfeldi af frumtélum ekki témt og hefur bvi minnsta
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stak m. P4 er m ekki frumtala og mé bvi skrifa sem m = jk bar sem j
og k eru nattarlegar tolur minni en m. P4 m4 skrifa j og k& sem margfeldi
frumtalna og pvi einnig m. Vid héfum na leitt pa forsendu ad fullyrdingin
sé rong til moétsagnar og bvi hlytur htn ad vera rétt. |

Vid getum reyndar fengid mun skarpari nidurstédu sem oft er nefnd
undirstoousetning reikningslistarinnar.

3.3 Setning. Sérhverja nattirlega télu n > 2 ma rita sem margfeldi af
frumtolum med ndkveemlega einum haetti (burtséd fra réd).

SONNUN: Vid hofum pegar synt ad sérhverja télu n > 2 ma skrifa sem
margfeldi af frumtélum. Eftir er ad syna ad vid getum ekki skrifad n sem
margfeldi af frumtdlum nema & einn veg, burtséd fra r6d. Petta er 1jost ef
n = 2. Gerum bvi rad fyrir ad n > 2 og ad fullyrdingin sé rétt fyrir allar
tolur k pannig ad n > k > 2 (prepunarforsenda). Gerum einnig rad fyrir ad
vid hofum skrifad n sem margfeldi af frumtélum & tvo vegu,

Med bvi ad breyta r6d pattanna getum vid gert rad fyrir ad p1 < --- < p,
og q1 < --- < gs. Vi0 fullyrdum ad p1 = q1. Gerum rad fyrir ad til deemis
p1 < q. Paer

m=p;-qz----- s <n
og p1 gengur baedi upp { n og m og bvi upp i mismuninn n — m. Pvi mé
skrifa

nem =y, (1)
par sem w1, . .. ,up eru frumtdlur. Einnigern—m = (g1 —p1) gz -+ - qs, 08
vid getum skrifad ¢; — p; sem margfeldi af frumtolum, ¢ —p; = vy -+ -+ Vg
Par med er

n—m=wuvy---- Vg Qe qs- (2)

Ennter p; < ¢1 <--- < g5 og talan p; gengur ekki upp i ¢; — p1, annars
gengi hun lika upp 1 ¢1, sem er frileitt par sem ¢; er frumtala. Par med er
p1 ekki nein af frumtSlunum i margfeldinu (2). En ba syna jofnurnar (1) og
(2) ad vio hofum skrifad n —m sem margfeldi af frumtdlum 4 tvo 6lika vegu
i mo6tsogn vid prepunarforsendu. Par med er p; = ¢1. En ba er lika

og samkvaemt prepunarforsendu er r = s og pr, = q fyrirk=2,... ,r. N

Eftirfarandi stadreynd er augljos afleiding af setningu (3.3) og er sonn-
unin eftirlatin lesandanum.
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3.4 Fylgisetning. Ef frumtala p gengur upp i margfeldi tveggja nattir-
legra talan a og b, pa gengur hin annadhvort upp 1 a eda b. |

Med brepun mé sanna ad ef p er frumtala og pla; - - -a, ba er til tala k
bannig ad p|a.
Framsetning n > 2 sem margfeldis

n=pi---pr

af frumtélum er kollud frumpdttun tolunnar n og télurnar py, ... , p, kallast
frumpeettir hennar. Nu getur frumtalan pg komid fyrir i margfeldinu oftar
en einu sinni, segjum my, sinnum. Vid getum bvi skrifad

— nmi ma M
n_pl .p2 ps .

par sem p1,...,ps eru allar olikar frumtélur sem koma fyrir i frumpattun
tolunnar n.

3.5 Daemi. Hvad ganga margar nattarlegar t6lur upp i n?

LAUsN: Tokum eftir ad ef d|n pa koma sému frumtélur og voru i frumpattun
n fyrir { frumpattun d og ef d = pj* - p3? - --- - pls baer 0 < ji, < my, fyrir
k=1,...,s. Vid getum bvi fengid allar tolur sem ganga upp i n med pvi ad
velja tolurnar ji. Fyrir hvert ji ba hofum vid my + 1 moguleika svo ad fjoldi
natturlegra talna sem ganga upp i n er jafn (mq +1)-(ma+1)-----(ms+1).

3.6 Deemi. Frumbéttid tdlurnar (a) 12, (b) 210, (c) 2% +1, (d) 22° +1

LAUSN: (a) 12=2-2-3 =22.3!.

(b) 210 = 2-3-5-7. Til gamans skulum vid vid finna hvada néttirlegu tdlur
ganga upp { 210. Paer eru fundnar med bvi ad skoda frumbéttun télunnar
210. Faum ad tolurnar 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105 ,210
eru einu tolurnar sem ganga upp { 210.

(c) 22° + 1 = 641 - 6.700.417.

(d) 22° 41 =274.117 - 67.280.421.310.721.

Eitt af pvi sem menn skemmta sér vid er ad reyna ad finna stérar frum-
tolur. Franski steerdfraedingurinn Fermat (1601-1665) kom med ba tilgatu
ad tolurnar Fy, = 22" 41 vaeru frumtdlur fyrir 61 gildi 4 n, og préfadi pessa
tilgatu sina fyrir n = 1,2, 3,4. Lidir (c) og (d) syna ad F5 og Fs eru ekki
frumtdlur. Reyndar hefur komid { 1jos ad tilgata Fermat er langt fra pvi
sanna bvi ad ni hefur tekist ad préfa fyrir morg gildi & n > 5 hvort F), er
frumtala eda ekki og alltaf komid 1 1j6s ad Fj, er ekki frumtala.

Nokkur keppni er um bad medal t6lvumanna ad finna stérar frumtélur og
mé af og til sja { blodum ad einhverjum hafi tekist ad finna steerri frumtolu
en hafi verid pekkt adur. Nasta setning segir okkar ad til eru frumtdlur
hversu stérar sem vio viljum.
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3.7 Setning. Til eru 6endanlega margar frumtolur.

SONNUN (Evklid): Gerum rad fyrir ad einungis séu til endanlega margar
frumtolur og kéllum beer py, ... ,pm. Setjum

P4 m4 skrifa ¢ sem margfeldi af frumtélum. Sér i lagi er til frumtala p sem
gengur upp i g. En p getur ekki verid nein af frumtélunum ps, ..., py, bvi
engin beirra gengur upp i ¢. En betta er motsogn vio ad ekki séu til adrar
frumtdlur en p1,...,Pm. [ |

Pad hvernig frumtolurnar dreifast er annad atridi sem hefur verid mikid
rannsakad. Til deemis er vitad ad %> (,In“ taknar nattarlega logrann) gefur
nokkud gott mat & pvi hversu margar frumtolur eru minni en n. Margt er
samt ekki vitad; til deemis er ekki vitad hvort til séu 6endanlega margar
frumtolur p pannig ad p + 2 sé lika frumtala.

3.8 Daemi. Synid ad p = 3 er eina frumtalan pannig ad p, p+2 og p+4
eru allt frumtolur.

LAUSN: Ljost er ad ef p = 3 b4 eru tolurnar p, p + 2 og p + 4 allar
frumtolur. Greinilegt er ad p = 2 kemur ekki til greina. Til ad ljuka vid
deemid pa burfum vid ad syna ad ef p > 3 ba er ein talnanna p, p+2, p+4
ekki frumtala. Gerum rad fyrir ad p > 3. Ljost er ad 3 gengur upp i einni
talnanna p — 1, p, p+ 1 og bar sem p er frumtala sem er staerri en 3 b4 er
utilokad ad 3|p svo ad annad hvort er 3|p—1 eda 3|p+ 1. Ef 3|p—1 b4 hofum
vid ad 3|p + 2 og ef 3|p + 1 ba hofum vid ad 3|p + 4.

4 Leifareikningur

4.1 Setning. Litum m vera heila télu, m > 0. Fyrir sérhverja heila télu n
eru til heilar télur q og r pannig ad

n=gm+r og 0<r<m.

Télurnar q og r dkvardast Otviraett af pessum skilyrOum. Talan r er oft
kéllud afgangurinn, eda leifin, pegar vid deilum m upp 1 n.

SONNUN: Ef n > m, b4 hefur mengio {k € N : n — km < m} minnsta stak
q>1.bPaern—qgm >0, pvi annars veeri

m>n—gm+m=n—(g—1)m

1 mo6tsogn vid ad k = ¢ sé minnsta talan sem uppfylli 6jé6fnuna n—km < m.
Vid hofum bvi ad n = gm +r og 0 <r < m bar sem r =n — gm.
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Ef hinsvegar n < m, b er 2m—n > m svo vid getum notad ofangreint til
ad rita2m—n = gm+r parsem 0 <r <m.Enbidern = (1—g)m+(m—r)
og0<m—r<mef0<r<menn=(2-qmefr=0. [ |

4.2 Setning. Latum m vera heila télu, m > 0. Fyrir tvaer heilar t6lur a og
b eru eftirfarandi tvo skilyroi jafngild:

(i) Vid faum sama afgang begar vid deilum m upp i a og pegar vid deilum
m upp 1b.

(ii)) m|a —b.

SONNUN: Vid burfum a0 syna ad ef (i) gildir b4 gildir (ii) lika og ad ef (ii)
gildir b4 verdur (i) ad gilda lika.

Ef (i) gildir p4 ma skrifaa =gm+r ogb=gm+r med 0 <r < m.
En ba er a — b= (g1 — g2)m, svo ad m|a — b.

Gerum na rad fyrir ad (ii) gildi. Skrifum a = g1m +r1 og b = gam + 72,
bar sem 0 < r1 < mog 0 < ry < m. Paer —-m < r; —ry < m eda
|ry — r2| < m. Vid héfum nt r; —rs = (a — b) — (g1 — g2)m, og bar sem
m|a —b béa er m|r; —ry svo til er heil tala z bannig ad 71 —ro = zm. En ba
erm > |ry —ro| = |2|m og bvi 1 > |z| svo ad z = 0 og b4 er r1 = r2. Vid
faum bvi sama afgang pegar vid deilum m 1 a og begar vid deilum m 1 b.H

4.3 Skilgreining. Litum m vera heila t6lu, m > 0. Vid segjum ad heilar
tolur a og b séu samleifa me0 tilliti til m og skrifum

a=b (modm)

ef vio faum sama afgang hvort sem vio deilum m upp i a eda b, pad er ad
segja ef m|a — b.

Ljost er ad fyrir sérhverja heila t6lu a gildir a = a (mod m) og einnig ad
ef a og b eru heilar tolur pannig ad a = b (mod m) b4 gildir lika ad b = a
(mod m). Heilu tolurnar skiptast upp i m flokka eftir pvi hvada afgang vid
faum begar vid deilum upp i paer med m. Vid kéllum bessa flokka leifaflokka
med tilliti til m. Ef til deemis m = 2 ba eru leifaflokkarnir tveir, nefnilega
mengi allra sléttra talna og hins vegar mengi allra oddatalna.

4.4 Setning. Litum m vera heila télu staerri en nill.

(a) Fyrir allar heilar tolur a,b,c gildir ad ef a = b (mod m) og b = ¢
(mod m) pa er a = ¢ (mod m).

(b) Efa,b,c,d eru heilar télur, n er nattirleg tala og

a=b (modm), ¢c=d (modm)
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ba gildir a0
a+c = b+d (modm)
a—c = b—d (modm)
ac = bd (mod m)
a® = b (modm).

(c) Efa,b eru heilar télur pannig ad a = b (mod m) og d er heil tala pannig
a0 d > 0 og dlm pé gildir a = b (mod d).

SONNUN: (a) Ef m gengur upp i a — b og b — ¢ ba gengur m lika upp i
a—c=(a=-b)+(b—c).

(b) Ef m gengur upp i a — b og b — ¢ b4 gengur m lika upp i sérhverri
talnanna

(a+c)—(b+d) = (a=b)+(c—4d)
(@—c)-(b-d) = (a=-b)—(c—4d
ac—bd = (a—"b)c+blc—d).

Sidasta atridid i 1id (b) m4 svo f4 med prepun yfir n med bvi ad nota naest
sidasta atridio.

(c) Ef dlm og m|a — b b4 gildir d|a — b. |
4.5 Dzemi. Synum ad 6|25 - 7™ + 25" — 32.

LausN: Hofum ad 25 =1 (mod 6) og 7 = 1 (mod 6) og 32 = 2 (mod 6).
Notum nu sidustu setningu til ad reikna afganginn begar vid deilum 6 upp
125-7" 4+ 25" — 32. Faum b4 ad

257" +25"-32=1-1"4+1"-2=141-2=0 (mod 6).
Svo ad 6]25 - 7" + 25™ — 32.
4.6 Dzemi. Synum ad 7|24° + 115.

LausN: Hofum ad 24 = 3 (mod 7) ogad 11 =4 (mod 7) en hér er hentugra
a0 nota adra j6fnu, 11 = —3 (mod 7). Pa er

24° +11°=3%+(=3)° =0 (mod 7).
(Athugid ad petta deemi mé einnig leysa 4 annan hatt.)

Nu er bad bekkt ad sérhverja natturlega télu n ma rita 6tviraett i tuga-
kerfi. Pad pydir ad til eru tolur a, € {0,1,...,9} pannigadn = Y, ar10.
Toluna )" ap kollum vid pversummu télunnar n. Pannig er til demis
pversumma tolunnar 269 talan 2+ 6 +9 = 17.
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4.7 Setning. (a) Onnur talnanna 3 eda 9 gengur upp 1 télu n pa og pvi
aleins ad hin gangi upp I pversummu n.

(b) Talan 11 gengur upp 1 télu n =Y ;- a,10% b4 og pvi adeins ad 11
gangi upp 1 télunni 7" (—1)*ay = ag — a1 + as — -+ + (—1)"ay.

(c) Onnur talnanna 2 eda 5 gengur upp 1 télu n pa og pvi adeins ad hiin
gangi upp 1 sidasta télustaf n.

(d) Talan 4 gengur upp i t6lun pa og pvi adeins ad 4 gangi upp 1 2a; +ag
bar sem ag er talan { einingasaeti n og a; talan i tugasaeti n.

SONNUN: Setningin er bein afleiding af eftirfarandi jéfnum:

Z apl0F = Z ar (mod 3) (a)
k=0 k=0
Zaklok = Zak (mod 9) (a"
k=0 k=0
> @108 =) (-1)Far  (mod 11) (b)
k=0 k=0
Zaklok =ag (mod 2) (c)
k=0
Zaklok =ag (mod 5) (c")
k=0
Z ax10F = 2a; +ag  (mod 4). (d)
k=0

|

Leifareikningur er mjog gott taeki til ad fast vid talnafraedi. Vid munum
lata hér stadar numio en sem deemi um pad sem ma sanna med peim teekjum
sem vi0 héfum byggt upp eru eftirfarandi setningar. St fyrri er oft mjog
hjalpleg vid lausn dema.

4.8 Setning. (Litla Fermat-setningin) Litum p vera frumtélu og a vera
heiltolu pannig ad p gangi ekki upp 1 a. P4 er

a® =1 (mod p).
Petta ma einnig orda pannig ad fyrir allar heilar télur n gildir ad pln? — n.

4.9 Setning. (Wilson) Fyrir sérhverja frumtélu p gildir ad

p-1)!=-1 (mod p).



